10.

Topologia

Espacios topoldgicos y bases

. Sea X un conjunto. Demostrar que la familia

Ton = {U C X | X\ U es finito o numerable} U {0}

es una topologia en X.

. Encuentra todas las topologias en los conjuntos de 1, 2 y 3 elementos. ;Existe alguna topologia en el

conjunto de tres elementos distinta de la discreta y de la indiscreta en la que los abiertos y los cerrados
coincidan?

. Sea X un conjunto y sea a € X. Estudiar si las siguientes familias son topologias en X.

a) 7o ={U C X |aeU}U{0}.
b) . ={UcC X |ag¢U}U{X}.
e) 7/ =1/U{UC X |aeUX\U es finito}.
d) Too ={U C X | X \ U es infinito} U {0, X }.

. Sea 7 ={R2%,0} U{Gy | k € R} donde Gy, = {(z,y) € R? | z >y + k}.

a) Demostrar que 7 es una topologia en R2.

b) Estudiar si 7 es una topologia en R? si se sustituye k € R por k € N.

¢) Estudiar si 7 es una topologia en R? si se sustituye k € R por k € Q.
Sea X un conjunto finito y 7 una topologia en X.

a) Demostrar que la interseccién arbitraria de conjuntos abiertos es abierto.

b) Dado x € X sea U, el menor abierto que contiene a z, es decir, U, C U para todo abierto tal
que z € U. Demostrar que la relacién y < x si y € U, es reflexiva y transitiva y, por tanto, un
preorden en X.

Sean 71 y 7o dos topologias en un conjunto X. Estudiar si la intersecciéon 7, N 7 es una topologia en
X.

Encontrar dos topologias 7 y 7 sobre un conjunto X tales que 7 U 73 no es una topologia. Encontrar
la topologia menos fina que contiene a 7 y To.

Sea X un conjunto infinito y 7 una topologia en X en la que todos los subconjuntos infinitos son
abiertos. Demostrar que 7 es la topologia discreta.

Sea en R? la familia 7 de todos los subconjuntos U tales que para cada (x,y) € U existe ¢ > 0 tal
que ((z —e,x+¢) x {y}) U({z} x (y — &,y +¢)) C U. Estudiar si 7 es una topologfa en R? y en caso
afirmativo compararla con la topologia usual.

En R? consideremos la topologia 7 definida en el ejercicio anterior. Si llamamos
Cl(z,y),e) = ((z g,z + ) x {y}) U({a} x (y —e,y +€)),

estudiar si el conjunto

B={C((z,y).) | (z,y) € R* ¢ > 0}

es una base de 7.
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(Plano de Moore) Sea I' = {(x,y) € R? | y > 0)}. Demostrar que la familia

B={B((z,y),r) |y >0,r <y} U{{(x,0)}UB((z,y),y) | y > 0}

es base de una topologia en I'.

(Topologia del orden) Sea X un conjunto totalmente ordenado y sean ¢ = min X y b = max X en caso
de existir. Demostrar que la familia

B=A{la,z) [z e X \{a}} U{(z,y) [z <y} U{(z,b] |z € X \{b}}
es base de una topologia en X.

Sea K = {% | n € N} y B, una base de la topologia usual en R. Demostrar que la familia
Bx =B,U{B\ K |BeB,}
es base de una de topologia en R.
Demostrar que la familia B = {(p,q) | p,q € Q,p < ¢} es una base de la topologia usual de R.

Demostrar que la familia B = {[p,q) | p,q € Q,p < ¢} es una base de una topologia en R distinta de
la topologia de Sorgenfrey 7s. Comparar 73 y 7s.

Considerar las siguientes familias de subconjuntos de [0, 1]:

By ={(a,b) |0 <a<b<1}U{[0,1]}, B2 =B U{{0},{1}},
Bs ={(a,b) |0<a<b<1}U{[0,1]}, By = BsU{{0},{1}}

a) Demostrar que son bases de una topologia en [0, 1].

b) Comparar las topologias generadas por estas bases.



